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0. Zusammenfassung

Die exakte Verteilung der Kruskal-Wallis Teststatistik
kann mit Hilfe eines Algorithmus berechnet werden. Glei-
che Stichprobenwerte werden dabei beriicksichtigt und
brauchen nicht aus der Stichprobe entfernt zu werden.
Der Algorithmus wurde in APL programmiert.

1. Einleitung

Streitberg und R&hmel haben 1983 [4] einen "Stift"-Algo-
rithmus vorgestellt, mit dessen Hilfe die exakte Vertei-
lung fiir eine groBe Klasse nichtparametrischer Tests be-
rechnet werden kann. Es stellt sich die Frage, inwieweit
der obige Algorithmus fir die Berechnung der exakten Ver-
teilung der Kruskal-Wallis Teststatistik benutzt werden
kann.

Beim Kruskal-Wallis Test basiert die Teststatistik auf der
gewichteten Summe aller Stichprobenwerte. Fir Stichproben
ohne Bindungen ist die exakte Verteilung fir Stichproben-
umfdnge kleiner gleich 4 und hochstens 5 Stichproben zwar
tabelliert [2]. Treten jedoch Bindungen auf, so ist die
Verteilung der Kruskal-Wallis Teststatistik eine bedingte
Verteilung, die abhdngig ist von der Anzahl und der Rang-
ordnung der Bindungen. Fir diesen Fall wdren Tabellen fir
die exakte Verteilung zu umfangreich, da die Anzahl des
Auftretens und die GroBe von Bindungen zu viele verschie-
dene Bedingungen stellen. Dieses Problem 16st ein Algo-
rithmus, der in der vorliegenden Arbeit vorgestellt wird.

In Abschnitt 2 wird der bekannte Kruskal-Wallis Test kurz
dargestellt, und zwar ohne die Voraussetzung der Stetigkeit
der Verteilungen. In Abschnitt 3 wird dann der Algorithmus
zur Berechnung der exakten Verteilung der Kruskal-Wallis
Teststatistik entwickelt. Als Anwendung des Algorithmus

aus Abschnitt 3 werden in den Abschnitten 4 und 5 zwei
numerische Beispiele mit und ohne Bindungen gerechnet.



2. Der Kruskal-Wallis Test

Der Kruskal-Wallis Test ist ein nichtparametrischer Test
auf Lage. Seien Xy X2,...,Xk, (k > 2) unabhdngige Zufalls-
variablen mit den Verteilungsfunktionen F1, F2,...,Fk resp.
Aufgrund von k unabhdngigen Stichproben (xi1"'°’xin.) vom
Umfang Ny i=1,...,k resp. soll auf Gleichheit der 1Lage
der Verteilungen getestet werden:

gegen

1" Fi(x) = Fj(x-e) fir alle x und fir mindestens
ein Paar (i,j), i#j und 8%0.

Werden die Verteilungsfunktionen F1, F2,...,Fk als stetig
vorausgesetzt, so hat das Ereignis, gleiche Beobachtungs-
werte in der Stichprobe (Bindungen) zu haben, die Wahr-
scheinlichkeit Null. In Anwendungen des Tests tauchen

i. d. R. jedoch Bindungen auf. Der vorgestellte Algorith-
mus bericksichtigt diese Situation.

Kruskal und Wallis [3] schlugen folgendes Testverfahren vor,
das auf Ranginformationen beruht.

K
Zundchst werden die N := 3 ni Stichprobenwerte der Grdfe
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nach geordnet; sodann werden ihnen Rdnge zugewiesen:
Rang (Xij) = Rang von Xij in Ordnungs-Statistik (X(1),...,X(N))
von (X11,...,ank)
Treten Bindungen in der Stichprobe auf, so werden diese
Stichprobenwerte mit mittleren Rd&ngen versehen. Wir schrei-

ben kurz: a., := Rang X(

J i)e



Bezeichnen

N(j) := Anzahl der Beobachtungswerte, die kleiner als
X(j) sind
und
L(j) := Anzahl des Auftretens des Beobachtungswertes
X(J) ln (X(1),-..,X(N)) H
so ist
5 LG (L(5)+1)
ay = N(j) +
L(j)

S N(I) + 3 (L()#1) 5 d=teeaa,N
Insbesondere ist aj = j, falls L(j) =1 ist, d. h., falls
keine Bindungen auftreten.

Flr jede der k Stichproben lassen sich die Rang-
summen R1, RZ""’Rk berechnen:

n
R. := = Rang (Xij) ;o i=1,...,k
=1

Unter der Nullhypothese HO ist jede Permutation des

N-Tupels (a1,...,aN)

gleichwahrscheinlich fir (X11,...,ank).

Der Erwartungswert einer Rangsumme Ri unter HO ist:

N+1
E(Ry) = ny —— .

Die Teststatistik basiert auf den quadrierten Abweichungen

der beobachteten Rangsummen Ri von den erwarteten Rang-

N+1
summen ni g s Statt der Summe



schlugen Kruskal und Wallis jedoch als Teststatistik T
die mit den jeweiligen Stichprobenumfdngen gewichteten
Summanden aus S vor, um unter H0 mit der zusdtzlichen
Voraussetzung der Stetigkeit von F1,...,Fk fir hinrei-
chend grofBe ny eine Approximation von T durch die x2-
Verteilung zu gewdhrleisten:

k n. (N+1)
pae 12 5 Lo - A7
N(N+1) i=1 "1 2

GroBe Werte von T fiihren zur Ablehnung der Nullhypothese HO:

Annahme von HO’ falls Tempirisch & ka,

Ablehnung von Hy, falls Tempirisch > ks

mit PH (T < ka) = 1-a, o = Testniveau.

0

3. Ein Algorithmus fir die exakte Verteilung der Kruskal -
Wallis Teststatistik T

Um den Wertebereich der Statistik T zu bestimmen, reicht
es, den Wertebereich der Statistik

2

K Ri

R := I e
f=1 0j

zu kennen, da gilt:

1o (2 5 Ly 3w
N(N+1) i=1 i

Mit Hilfe des Streitberg/Rohmel Algorithmus [4] lassen sich
die einzelnen Verteilungen der Statistiken R1,...,Rk be-
rechnen. Quadriert man die Werte des Wertebereichs von




R,,...,R, respektive und gewichtet sie jeweils mit l—,...,l—
1 k ny Ny
respektive, so erhdlt man auch die einzelnen Verteilungen
2 2
R, By
der Statistiken —, .

T
Wir zeigen nun, wie sich durch eine Abwandlung des Streitberg/

Réhmel Algorithmus auch die Verteilung von R berechnen 14Rt.
Ausgangspunkt ist das Produkt:

1 11<"'<1n j
{11,...,1n} & I S

Betrachtet man bei diesem Produkt nur die Terme mit genau

n, 1 <n <N, s;-Produkten:
n

und transponiert man diese Terme derart, daB die Potenzen

von X bei diesen Termen quadriert und gewichtet werden:
n
1 2
ﬁ(.§,alj)‘ n
x 97 f

6
; 1

p 13

so erhdlt man eine "erzeugende" Funktion HN:

HN(x,n,61,...,6N) 2 & ? X



dabei bezeichnet I<n> die Menge aller geordneten n-Tupel
anins {1,205 Nfs ds Rt

I<nz 3= {(11,...,1n); Ly<ooo<dys {1,511 € £1192 Jote
fir 1 <n < N
RZ R2
- ; . . . 1 k ;
Fiir die Verteilungen der Statistiken ST gilt der
folgende Satz: L k
Satz 1
Sei i ¢ {1,2,...,k} fest. Dann ist
(Noyep (ﬁ-r)—#{(l I ) e I<n,>:
n. Hy ‘. ~© - 3 i, e B &slyPi
i 0 i i
ny .
1
— (za;.)" =r} .
Ny P 1k
Beweis:

Der Beweis ergibt sich aus der Definition der erzeugenden
Funktion HN wie folgt:

Seien i ¢ {1,2,...,k} und ny fest, und sei

n.
i
rt ¢ { % ap; o (11,...,1 ) e I<n.>}. Dann gilt unter der
= j ni i

Nullhypothese HO:

N
(”1) PHO (Ry =r') =# {Ry =r'}
= # ((1,, ,lni) e I<n,>:
0y
T dy. =1}
j=1 1
= # {(11, ,lni) € I<ﬂl->:
w4
1 2 1 2
—( 2 a;;)" = — (r")°}
iger N n

R?Z
i .
Da 7 elne streng monotone Funktion von Ri ist, folgt die

i
Behauptung.

.sN}},



Folgerung aus Satz 1

Fir i e {1,2,...,k} 1ist

R 1 {Héufigkeit von r als Exponent}
P (-—-—- = Y‘) = °
H n. N ’
0 i (n ) von x in HN (X,ni,61,...,6N)

i

Um unter der Nullhypothese H0 aus den Verteilungen der Sta-

R; Ré k R;
tistiken T die Verteilung von R = I —— bestim-
n . n.
1 k i=1 1
men zu kdnnen, missen jeweils genau k Werte der k Wertebe-
R?2 Ri
reiche von ﬁl,...,ﬁ— respektive addiert werden.
1 k

Multipliziert man alle K erzeugenden Funktionen
Hy (X,n1,61,...,6N) seees Hy (X,nk,61,...,6N) miteinander,

so erhdalt man:

HN (x;n1,...,nk; 61,...,5N)
k
p= 1 HN (X,ni,61,...,6N)
i=1
n
1
%—(.z ay ')2
= z X 1 J=1 1‘] 61 e 61 ° °
1" ni
(111""’11n1) € I<n1>
n
k
Liza )
z x k3=t kJ 5y 61
k1 kn
(1k1""’1knk) € I<nk> k
n.
k i
3 % (= a )2
i=1 i j=1 "i]
= % X 61 . '61
1" kn
(111,...,1knk) k
(111""’lin ) e I<ni> fir alle i=1,...,Kk



Diese Summe wird zerlegt in zwei Summanden

z
(Lyqoeeeslyy )omit {lyqseeenlypd d [1sesus N}
k k
und z .
(111""’1kn ) mit {111""’lkn } = flyen=ul} i
k k
also - in kurzer Notation -:
Hy (X0 s e eeay 56,00, 8y) =
z .
(111”"’1kn ) mit {111""’1kn} 4 PN
k k
+ Hred(x’n1""’nk’61""’GN)’

wobei die "reduzierte" Funktion Hred wie folgt lautet:

n.
K 1
g (e )f
. 1= 1 ]= 1] . .
Hred.(x’”1""’”k’ 61,...,6N) im B X 8, 6y
(lgasmansd )
11 knk
(111’ -,lini)€I<ni> f.a.1=1,
{1119 slknk}={1;2’0--sN}
Fir 61 = 6N 1T ist .
Koy ) 2
Z (.2131 )
3 i= i js= ij
Hred.(x’n1’ Ny 1, 1) = & X
9 5 )
11 knk
(111, ’lini)€1<ni> f.a. i=1,...,kK
{111""’1kn3 = {1,2,...,N}
K
= I h(r)xr
r

mit h(r) := Hiufigkeit von r als Exponent von x in

H (Xangseeasny, Tyeeest), R(r) > 1

red.




Wir haben folgendes Ergebnis:

Satz 2
(1) r aus dem Wertebereich von R

<=> r Exponent von x in H_ 4 (x,n1,...,nk, Panauts g h i

] Py (R=r) = h(r)

4. Ein numerisches Beispiel (ohne Bindungen)

n1=3, n2=2, n3=1, N=6

Die Stichprobe (x11, Xqps Xq35 Xpqs Xpos x31) sei ohne Bin-

dungen. Der Rang der Ordnungsstatistik ist:
(a1s---sa6) = (19 25 3: 43 5! 6)

und das Produkt

N a; 6 i
1o(1+x "6;) = 1 (1+x76;)
i=1 1=1
=1 + X 6, + X 6, + + x65
1 2 6
3 11
+ X 6162 + + X 6566
15 20
+ X 6162636465 + ... + X 6263646556

21
+ X7 6,6,656,650¢

Daraus ergeben sich fur i=1,...,k die erzeugenden Funktionen
HN (X’ni’51""’6N) wie folgt (nach Transformation der Po-
tenzwerte von x):



1 |
| 5 16 21
H6 (x,n1,61,...,66) = X' T646565 + X 6,656, + X 64636,
1
+ X27626364 + X21 616265 + X27616365
1 1
+ X333616465 + X403626465 + X48636465
27 33 40,
+ X 615266 + X 616366 + X 626366
40% .8 56+
+ X 616466 + X 625466 + X 636466
” 564 651
+ X 616566 + X 626566 + X 636566
75 334
+ X 646566 + X 626355
1

4 124
2 8
H6 (X,n2,61,...,66) = X "848, + X 8,65 + X 6,64

1 1
12 24
2 18 2
X T6.8, + X 6,6, + X 636,

18 247 32
+ X 6165 + X 6265 + X 6365
1 1
40 24
+ X 2-64(55 + X 2-6166 + X326266
1

1
40 60
X ?6366 + x505456 + X ?6566

+

H6 (x,n3,61,...,66) = X 64 + X462 + X963 + x1664 + x2565

Fir die 1. Summe des Produkts 1 HN ergibt sich fir
i=1
(61,...,66) = {1,cansl)

5 i 1
73 74 76
Hred‘(x,n1,n2,n3,1,...,1) = 4x 6 + 2X 3 v 4x72 4 2x 3
1 5 1 1 5 1
76 77 78 80 81 84
+ 6x Z + 6Xx 3 + 2X 3 + 2X 3 + 6x81 + 10x 3 + 4x 3
5 1
85 88
+ 4x 3 + 2x87 + 6x z



vim 11 =

Daraus ergibt sich die Verteilung der Statistik R unter

HO wie folgt:

5

r 7% 4y 75 765 765 773 78%

R=r) 4/60 2/60 4/60 2/60 6/60 6/60 2/60

Py
Ho

5

%% 81 812 8%- %% 87 %%

2/60 6/60 10/60 4/60 4/60 2/60 6/60

Aus der Aquivalenz der Statistik R und der Teststati-

SEik T, T'= 12 p . 3(N+#1) folgt die Verteilung von
N{N+T)

T unter HO:
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5. Ein numerisches Beispiel (mit Bindungen)

n1=3, n2=2, n3=1, N=6

Die Stichprobe (x11, X195 X35 Xp12 Xpp» x31) =
(15 2’ 23 33 4, 9).
Dann betrdgt der Rang der Ordnungsstatistik:
(a1,...,a6) = {1, 2.5, 2.5, 4, 5, 6]
und das Produkt
N a.
i pd 56 2.5 )

i1:!1(1+x 61) (1 + x 61)(1 + x°° 2)(1 + x°° 63

(1 + x454)(1 - X565)(1 + X666)

B 2.5 6
=1 + X 61 + X 62 + ... + X 66

3.0 11
+ X 646y + ... + X 656

18 20
X 6162636465 + c.. + X 6263646566

-

21
+ X7 8.6,646,656¢

Daraus ergeben sich fir i=1,...,k die erzeugenden Funk-
tionen HN (x’ni’51""’6N) wie folgt (nach Transformation

der Potenzwerte von X):
o 183 18%
H6 (x,n1,61,...,66) = X T646,65 * X 61656, + X 61636,

>y 241 24

X 626364 + X 615265 + X 616365
335 441 441

X 616465 + X 526465 + X 636465
301 304 401

i 64656 * X 61636 T X 678304

+

o
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405 52 521
48 6023r 60%
+ X 646564 + X 6,656¢ + X 636566
1
33
75 3
+ X" 76,656 + X 626365
6y 6y 12y
H6 (X,n2,61,...,66) = X 646y + X 6,65 + X 6,63
1 1 1
12 21 21
2 8 8
+ X 6464 * X 6,6, + X 636,
1 1
28 28
18 8 8
+ X 6,6p + X 6y6g + X 636
1 1 1
+ x4025 6. + x24?5 5. + X36§6 8
4°5 1°6 2°6
1 1
36 60
+ X §5366 + X506466 + X ?6566
61 61 16
H6 (X,n3,61,-.-,66) = X 61 + X 62 + X 63 + X 64
25 36
+ X778 + X 6¢
k
Fiir die 1. Summe des Produkts f HN ergibt sich fir
i =1
(61,...,66) SR .
Hred'(x,n1,nz,n3,1,...,1) =
X73.83 + 2X74.2083 N X74.3 N 2X74.7083 N 2X74.83
i 2X75.375 + 2)(75.7083 o 4x76.2083 4 2x76.3 N 2X76.5
" 2X76.83 N 2X77.83 % 2X79.5 4 2X79.875 & 2X80.3 N X81
N 6)(81.2083 + 3X81.83 5 6X82.875
+ 2X83.2083 N X84.3 + 2x85.5 N 2X86.2083 N X87

87.375

+ 2X + 4x88'5



:7
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Daraus ergibt sich die Verteilung der Statistik R unter
HO wie folgt:

r 73.83 74.2083 74.3 74.7083 74.83

P, (R=r) 1/60 2/60 1/60 2/60 2/60

75.375 75.7083 76.2083 76.3 76.5
2/60 2/60 4/60 2/60 2/60

76.83 77.83 79.5 79.875 80.3
2/60 2/60 2/60 2/60 2/60

81 §1.2083 81.83 82.875 83.2083

1/60 6/60 3/60 6/60 2/60

84.3 85.5 86.2083 87 §7.375 B8.5

1/60 2/60 2/60 1/60 2/60 4/60

Aus der Aquivalenz der Statistik R und der Teststati-

. .| 12 — : ,
stik T, T = NTﬂ?TW'R - 3(N+1) folgt die Verteilung von T
unter HO' Aufqefihrt sind nur die oberen kritischen Werte

fir a = 0.1
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Ich danke Herrn Professor Dr. Fritz Pokropp fir wertvolle
Anregungen zu diesem Aufsatz.
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