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0. Zusammenfassung

Die exakte Verteilung der Kruskal-IlJallis Teststatistik
kann mit Hi lfe eines Algorithmus berechnet werden. Glei -

che Stichprobenwerte werden dabei berücksichtigt und

brauchen nicht aus der Stichprobe entfernt zu werden.

Der Algorithmus wurde in APL programmiert-

1. Einieitung

Streitberg und Röhmel haben 1983 t4l einen "Stift"-Algo-
rithmus vorgestel lt, mit dessen Hi lfe die exakte Vertei -
lung für eine große Klasse nichtparametrischer Tests be-

rechnet werden kann. Es stellt sich die Frage, inwieweit
der obige Aigorithmus für die Berechnung der exakten Ver-

teilung der Kruskal-lilallis Teststatistik benutzt werden

kann.

Beim Kruskal -l,lal I is Test basiert die Teststatistik auf Cer

gewichteten Summe al ler Stichprobenwerte. Für Stichproben

ohne Bindungen ist die exakte Verteilung für Stichproben-
umfänge kleiner gleich 4 und höchstens 5 Stichproben zvrar

tabelliert 121. Treten jedoch Bindungen auf , so ist die
Verteilung der Kruskal-ldallis Teststatistik eine bedingte
Vertei tung, die abhängig ist von der Anzahl und der Rang-

ordnung der Bindungen. Für diesen Fal I wären Tabel Ien fÜr
die exakte Verteilung zu umfangreich, da die Anzahl des

Auftretens und die Größe von Bindungen zu viele verschie-
dene Beclingungen stel len. Dieses Problem lÖst ein Algo-

rithmus, der in der vorl iegenden Arbeit vorgestel lt t'rird"

In Abschnitt 2 wird der bekannte Kruskal -hlal I is Test kurz

dargestel 1t, und zwa? ohne die Voraussetzung der Stetigkeit
der Verteilungen. In Abschnitt 3 wird dann der Algorithmus
zur Berechnung der exakten Verte i I ung der Kruska I -llla I I i s

Teststatistik entwickelt. Als Anwendung des Algorithmus
aus Abschnitt 3 werden in den Abschnitten 4 und 5 zwei

numerische Beispiele mit und ohne Bindungen gerechnet.
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2. Der Kruskal-I,'lallis Test

Der Kruskal-t'lallis Test ist ein nichtparametrischer Test
auf Lage. Seien X1, X2,...,Xk, (k > 2) unabhängige Zufalls-
variablen mit den Vertei lungsfunktionen Fl , F2,..., Fk resp.
Aufgrund von k unabhängigen Stichproben (Xi 

1 , ..., Xin, ) vom

Umfang ni, i=1,...,k resp. soll auf Gleichheit der 'Lage
der Verteilungen getestet werden:

Ho F1 = FZ =Fk

gegen

H1 Fi(x) = Fj(x-o) für alle x und

ein Paar (i,j)
l,{erden die Verteilungsfunktionen F1,

vorausgesetzt, so hat das Ere i gn i s ,

werte in der Stichprobe (Bindungen )

scheinl ichkeit Nul l. In Anwendungen

i. d. R. jedoch Bindungen auf. Der v

mus berücksichtigt diese Situation.
Kruskal und l,lallis i3l schlugen folgendes Testverfahren vor,
das auf Ranginformationen beruht.

k
Zunächst lverden die N : = x r. Stichprobenwerte der Größe

i =1 r

nach geordnet ; sodann b/erden i hnen Ränge zugelvi esen :

für mi ndestens

, i*i und s+0.

Fk als stetig
Beobachtungs-

, die l,{ahr-
s tauchen
Ite Aigorith-

trt 2r...,
gleiche
zu haben

des Test
orgeste I

Rang (Xij) = Rang von *ij in 0rdnungs-Statistik

von (Xl1,...,Xkno)

(x(t),...,x(ru))

Treten Bindungen in der Stichprobe auf, so werden diese
Stichprobenwerte mit mittleren Rängen versehen. l,Jir schrei -
ben kurz: uj i= Rang X(:).
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Bezeichnen

N(j ) i = Anzahl der Beobachtungswerte, die kleiner als
x(: ) sind

und

L(j ) i= Anzahl des Auftretens des Beobachtungswertes

'(:) in (x(t)""'x{r'ry) 
'

so i st
1

z L(j)(L(j)+1)
uj = N(j) +

L(j )

11-13)+1)= N(j ).*

Insbesondere ist uj = j, falls L(j)
keine Bindungen auftreten.

Für jede der k Stichproben lassen sich die Rang-
summen R1 , R2, .. . , Rk berechnen:

j=1, ,...rN

= ! ist, d. h., falls

i=1,...,k

i st j ede Permutat i on des

N+1_T

Ri ! =

Unter der

ni
» Rang

j =1
);

E(Ri ) =

n. (N+1) .(Ri - J-T-)'

(xij

Nullhypothese H0

N-Tupels (a1,...,uN)

gleichwahrscheinlich für (X11,...

Der Erwartungswert einer Rangsumme

'xkno ) '

Ri unter H0 i st :

quadrierten Abweichungen

den erwarteten Rang-

ni

Die Teststatistik
der beobachteten

basiert auf den

Rangsummen R, von

Statt der Summesummen ni $1
k

C .- s
J .- l,

i =1



N(N+1)
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schlugen Kruskal und tlaltis iedoch als Teststatistik T

diemitdenjeweiligenStichprobenumfängengewichteten
Summanden aus S vor, um unter HO mit der zusätzlichen

Voraussetzung der Stetigkeit von F1 , " " Fp für hinrei -

chendgroßenieineApproximationVonTdurchdiex--
Vertei lung zu gewährleisten:

-12[I .= 

-

N(N+1) i=1 h (Ri - 
nt (l+1),e

Große |\,erte von T führen zur Ablehnung der Nullhypothese

Annahme von H0, fal is T.*pirisch < ko'

Ablehnung von H0, fal 1s T.*pirisch i ko'

mit PH (T . ko) = 1-o, o = Testfliveau'
"o

3.EinAlgorithmusfürdieexakteVerteilungderKruskal-
!Jallis Teststatistik T

zu bestimmen, reicht

Ho'

Um den

os, den

R:

I,Jertebere i ch

Werte bere i ch

OR?
= ,11 \

der Statistik T

der Statistik

zu kennen, da gi It:
KR?

,],ü) 
- 3(N+1)f=(12

Mit Hi lfe des streitberg/Röhmel Atgorithmus t4l Iassen sich

die einzelnen verteiiungen der Statistiken Rr,.",Rk be-

rechnen. Quadriert man die ['lerte des l'Iertebereichs von



R1 , ... , Rj

resPekt i ve

respekti ve

, so erhält
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und gewichtet sie ieurei 1s mit

man auch die einzelnen Vertei

der Statistiken

N a.
n (1+x'u,) = 1

i =1 
I

1q" "'
I ungen

1

nk

*,'

\ ""

}{ir zeigen nun, wie sich durch eine Abwandlung des Streitberg/

Röhmel Algorithmus auch die vertei lung von R berechnen läßt'

AusgangsPunkt ist das Produkt:

N

+: ,
[=1 11..

{11'

n

.lnulj n

...1n 
xJ-' 

:lrur:
...,lnI c t1,2,... 'NI

Betrachtet man

n, 1 < n S N,

und transponiert
von x bei diesen

bei diesem Produkt
or -Produkten:

ilrurj
j

nur die Terme mit genau

derart, daß die Potenzen

und geulichtet werden:

n
1I

='l

utj

rnan diese Terme

Termen quaCriert

-*,,!,uri 
)' n

:lrur: '

SO erhält man eine "erzeugende" Funktion HNt

lti ,Z

'i =rali ']

H*(x,r't,ö1,...,öN) !=: *
11,...,ln e I<n>

n
II

j =1

utj
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dabei bezeichnet I<n> die Menge

aus {1 ,2,...,N}, d. h.:
al ler geordneten n-TuPel

I<n>

für 1

:= {(11,...,ln); 11....<ln, c {1,2,...,N}},

gi 1t derVerteilungen der
Satz:

{11'...'ln}

R? Ri

\""'[
Statistiken

= # {(11'...'rrr) e

h r,!i.,,,,

< n < N.

Für die
fo I gende

Satz 1

Sei i e

rl

{1,2,...,k} fest. Dann ist

D?

(I,).rro (t = r)

Beweis:

Der Beweis ergibt sich aus der Definition
Funktion HN wie folgt:
Seien i e {1,2,...,k} und ni fest, und sei

I<nr>I. Dann

Nu I I hypothese

ni

':],ut: ' (11""'lni)

der erzeugenden

gilt unter der

Ho'

rI,) rro (Ri = r') {Ri = Fr}

{(11,...,rni
=ff
=S

{(11,...,Ini e I<nr>:

q',:iu','' =

ni
I är. = f lI

j=1 rJ

I<nr>:

1q (r')2]
R3

Du * eine streng,,i
Behauptung.

monotone Funkt i on von Ri i st, fo I gt d i e
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Folgerung aus Satz 1

Für i e {1,2,...,ki ist

,ro(fr=r) =fr l'uaufigkeit von r ats ExPonent)
'fron x in HN (x,ni,ö1,"',u*) I

UmunterderNullhypotheseH0ausdenVerteilungenderSta-
R3 R,1 R"

tistiken :,...,+ die vertei luns von ft = 
i lr ti bestim-

rt1- "k
menzukÖnnen,müssenjeweilsgenaukt,lertederkt,Jertebe.

R: R,i

reiche von 1,...,+ respektive addiert werden'
,,1 ,,k

Multipl iziert man al le k erzeugenden Funktionen

HN (x,n1,61,...,6N) , " ', HN (x'nk'ö1 " " 'öN) miteinander'

so erhält man:

HN (x;n1,.-.,[ki 61,.",uN)
k

:= 
ilr 

HN (x'ni'61""'6N)

t'r ,

Lt ,' u, \2

= x *n''i="ti 6, .....61 o-.-r

(111,...,i1n,) e I<n,> 
111 '1n1

1(
nk'

,x
(lkr,"',1*no)

k
x

i =1xx
(111,"',lkno)

nk 
,2: a, )

j=1 'xj ö, .....ö1
r .- 'kl 'knke I <nO>

i.,
*, ,,],urij)

urrr.....6lknk

e I<ni, für alle i=1,"',kini )(1i1,...,1
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Diese Summe wird zerlegt

»(rt1,...,lrn.) mit

und x(ltt,...,lkn*) mit

also.- in kurzer Notation

in zwei Summanden

{111'...'trnl +

{l1l,...,lknk} =

{1r...,N}

{1,...,N}

H*(x;n1,...,[k;61,...,uN)

x(l1t,...,1In*) mit {l1l,...,trnl
+ Hred(x,n1,...,nk,61,...,6p),

{1,...,N}

wobei die "reduzierte " Funktion Hr.O wie folgt

Hred. (x,n1,...,flp,
Ir

ö1,...,uN) :=, *tl' 
ni

(111,...,1knk

1 autet :

ni 
c( » ar )'

j=f ij A r-l " "6N
)

Für 61 =

Hred.(x,n1,...:llg,

(1il,...,lini ).I.ni, f .a.i=1,...,k

{111 ,...,lknk}= {1 ,2,..., N}

,2a, )

'i j
(111,"',lkn*)

(lil,...,lini).I.ni, f.a- i=1,--.,k

{111,...,t0n,1 = {1,2,...,N}

= f, h(r)xr
r

IN

1

1 i st

,...11)

k , ni
v | (:

_ ..iit ni j=1
=f, x

mit h (r) : = Häufigkeit von r als Exponent von

Hred. (x,n1,...,0;,, 1,...,1), h (r)
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tlir haben folgendes Ergebnis

Satz 2

(1) r aus dem Wertebereich

<=> r ExPonent von x

(2) nr-T.+!nt PHo (R=r)

und das Produkt
N a, 6

tt (1+x 'u, ) = fl
i =f i =1

=1

von R

in Hred. (x,r1,...,flk,

= h(r) .

1r...r1)

4. Ein numerisches Beispiel (ohne Bindungen)

nl=3, nZ=2, [3=1' N=6

Die Stichprobe (x1 1, ^12, 
X13, xZ1, 

^ZZ, 
*gt ) sei ohne Bin-

dungen. Der Rang der 0rdnungsstatistik ist:

(a1,...,u6) = (1, 2,3, 4,5, 6)

+

+

(1+xloi)

+*61+*Zuz+ +*6u6

*3u,u, + + *11uuuu

*15u162ö3ö4ö5 + + *2ouzö3ö46506

*21 u1 ö2ö3ö4ö5ö6

für i =1 , ... ,k die erzeugenden Funktionen

wie folgt (nach Transformation der Po-

+

Daraus ergeben sich
Htt (x,ni,ö1,...,uN)
tenzwerte von x):
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H6 (x,n1,6,;,, 'u6) =

1ol uI
+ x '616264 + x '616364

ul
+ ,''3ul 62ö5 + *27 u1 63ös

ssl +01
+ 

^""3u16465 
+ ,-"3u2ö465 + *oturö465

+ *27ur6266 + *"*ur6366 + ,oo*ur6366

40+ ^a 56+
+ *--36164ö6 + *o'u16466 * ,-"'ur6466

-.1 .-1
+ *48ur6566 * *to3uz65ö6 * *ot'ur6s66

+ *'uuoö566 + ,"*ur6365

H6 (x,n2,61,...,u6) = *o+urur+,,8u,u, * ^"+uru,12+ ,e 24+
+ x 'uruo * *18ö264 * 

^'-20364

+ ,18u,,uu * 
^'o+uruu+ 

*32uruu

40+ 24+
+x'ö4ö5+x'6166+

4o+
+x'uruu**Sououu+x

H6 (x,n3,ö1,. ,u6) = x ö1 * ^4u,* rgu, + *'Uuo + r'uuu

* ,36u-
o

Für die 1. Summe des Produkt 
k

:s 
i_1f 

Hru ergibt sich fÜr

(61,...,u6) = (1,...,1):
ttl tql ta!

Hred. (x,n j,frz,nr,1,...,1) = 4x o + 2x J + 4x/3 + 2x J

+ 6xru* * u*rr* + zxrt* * ,*to* * 6x81 + ,rrt,* * o*to*

* ortui + zxBT * u*u,l

*12 u1 62ö3

*27 ururuo+

*32u^u.ZO

60+
'u5u6
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Daraus erg i bt
HO wie folgt:

^55F
o

r+ ?ds ?dz ,?* ?il§

PrO(R=r) 4160 2/60 4160 2/60 6/60 6160 2160

sich die Vertei lung der Statistik R unter

75

4 B1 81* 84 854 87 8sl

2160 6/60 10160 4/60 4160 2/60 6160

Aus der Aquivalenz der statistik R und der Teststati-

stik T, f =

T unter HO:

t

Trr#I o _ 3(N+1) f otgt die vertei luns von

,i " li:l:l l:);7 1.4;dj,f:,

"5 . iJ l, )I 1ii.?$Si7
.l . fl ;i' :1il[i!:r5i?'l
.1., rJaSlsßf:§5i

::: " "3,:l t:'i 5 J 3, ii! J^

i:'ü41 / ?
.:: . [ !:1.!.' i..] / l.rl\r

1., i li;iJr3ü,?52
1. " 5:-1,ua.:t2iier 1
I /,_:ö/"r1"5r,1? l'.L . -, . '.:.. r -, ''r -.r <. ./ '-'

i:] . i:i57:i '.i-?iri5;1 .r

i.l, iir:r':r5 ;,:i,tüq, 5
t:l ., {'. tl:r ;r"1 /ii}36
il " Il l'iit:t.,) 5? 3Ei'L
tl . [:lüi;i:]"3511.1':r !}:l{

P,, ( T>t )n
Û

rl. tL

ü * 133.53:1.1;5.:,3
0.?
r*J, :7t> (, e,(i6 hti t1, 7
rf . ri33ö3$33;J,
ö c:2222ra:!ail
L, " \/v)\.)§) J\) J\)'-.r....'

rl. 56e)6666667
ü. 6,

rr"*
ff ,':,?_/??????:
U " (:]...r..J.-)J*, .) J..)\.r

n",t
11 r_r????'?????U " /U\.J J\J.J.J\")+..'

1.



-12

5. Ein numerisches BeisPiel (mit Bindungen )

Il=3, n2=2' [3=1' N=6

Die StichProbe (x1 1' x12,

(1, 2,2,3, 4,9).
Dann beträgt der Rang der

X13, x1l, XZZ, 'gt) =

0rdnungsstati sti k :

(a1,...,u6) =

und das Produkt

N a.
n (1+x 'u, ) = (

i =1

(1, 2.5,2.5, 4,5, 6)

1+

* ,3'uu,,u, + . + ,11uuuu

:

+ ,1 5u 
1 
626364ö5 + + ,20u263646sö6

+ 
^21 

u1 ö203ö4ö566

+ ,2'503 )

,606 )

erzeugenden Funk-

(nach Transformation

x o,)(1 +

x4oo)(1 +

*2'50, ) ( 1

x5ou)(1 +(t +

Daraus ergeben

tionen Hru (x,ni
der Potenzwerte

sich für i=1,...,k die

,61,...,6N) wie folgt
von x):

H6 (x,n1,ö1,.-.,u6) = *12u1özö3 +

+ *27 u263b4 +

331
+ x 'ö1 ö4ö5

18?
'ö16364

24+-,
x '-6162ö5 + x

44L
+ x ''orooou +

30+,2
+ x '-6163ö6 +

18+
x 'ö 

1ö2ö4 + x

'ob ur 63o5

*ouh urö4ö5

401
* 'u2ö3ö6

3 01-
+ x ''ö1özö6
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4ol sz+o
+x "orooou+x ''6264ö6+ ,u'huruouu

+ ,48uro5o6 + *uo?uruuuu + x

+ rT5uouuuu * *"+ururuu

of 6* 12+

H6 (x,n2,61,...,66, 

: :ll:,:_..,_,;i.:._ : ,;;i,,._

+ *18u,,uu + *"+uruu + *"+uruu

+ *oo+uouu * ^'o+ 
u ruu * *'u+uruu

60+
'ö36566

^-1Jbx
+ x oö3ö6

H6 (x,n3,61,...,u6) = x 61 + x

+ *'uuu

+ rsouuuu +

otr 
uz+ *ufu,

+ *'uu6

6o+
x - 6566

16
+x 64

Für die 1. Summe des Produkts ,!,n* 
ergibt sich für

(61,...,u6) = (1,..',1):

Hred.(x,n 1,ßZ,nr,1, "',1 ) =

x73.83 + 2x74.2083 + x74.3 * ?*74'7083 + 2x74'83

+ 2x75.375 + Zx75 
.7083 + 4*76' 2083 + 2x76 '3 + 2x76 '5

+ zx7|.B3 + zx77.B3 * z*79-5 + zxTg'875 + 2180'3 n *81

+ o*81.2083 + 3xB1 '83 + 6x82'875

+ 2x83.2083 + x84.3 + 2x85'5 + 2*86'2083 + *87

+ 2x87.375 * 4*88.5
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Daraus ergibt sich die vertei lung der statistik R unter

HO wie folgt:

r 73. 83 7 4.2083 7 4.3 74.7083 74.83

2 160 1 160 2160 2 /60PrO(R=r) 1160

75.375 75.7083 76.2083 76.3 76 .5

2 160 2 160 4 160 2 /60 2 /60

76.83 77 .83 79.5 79.875 80.3

2 /60

81

2 /60 2 /60 2 /60 2 160

Br.2083 81.83 82.87 5 83.2083

1 /60 6 /60 3/60 6160 ?. /60

84.3 85.5 86.2083 87 87.375 BB.5

1 160 2 l(r0 2 160 1 160 2160 4/60

Ags der Ar;uivalenz cler Statistik R und der Test'stati-

stik T, r = ffii R - 3(i"l+1) folgt die verteiluncl von T

untet H0. Aufqeführt sind nur die oberen kritischern I'lerte

für o. = tl,1:

1 PH,(Tlt)

ri. 2S571"{"2S6
3 " 9*&2*5V1*
3 " ä571^d^2A57

ü. ü6666666(j,f.7
ü. t"

n" 1166666667
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Ich danke Herrn Professor Dr.
Anregungen zu diesem Aufsatz.

Fritz Pokropp für wertvol le
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